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Integration der Temperatur um eine Linienquelle

Gerhard Herres, 2026-06-25, 2026-08-28

In ein horizontales Bohrloch werden Behälter mit radioaktivem Müll aus einer 
Wiederaufbereitungsanlage, WAA genannt, geschoben. Jeder Behälter ist 0,15 m 
dick und 0,3 m lang  und befindet sich in einer Strahlenschutzhülle aus Edelstahl 
mit dem Durchmesser 0,64 m und der Länge 0,93 m und gibt zu Beginn eine 
Wärmeleistung Q0 = 28,125 W ab. Da die Wärmeabgabe auf Grund des radioaktiven 
Zerfalls mit einer exponentiellen Zerfallsrate von b = 7,3125*10^-10 pro Sekunde 
abnimmt, klingt die Wärmeabgabe langsam ab. Nach dem Lehrbuch Wärme- und 
Stoffübertragung von Baehr und Stephan kann man für eine Linienquelle eine 
Temperaturfunktion in Abhängigkeit von Abstand  r und Zeit t angeben.
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Mit  Q(τ)=Q0*exp(-b*τ) wird die exponentiell abnehmende Wärmeabgabe eingesetzt. 
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Eine Substitution u = t - τ   --> du = -dτ vereinfacht das Integral.
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Aus diesem Integral läßt sich der konstante Anteil Q0 * exp(-b * t) heraus ziehen. 
Die Integrationsgrenzen werden vertauscht.
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Leider gibt es für dieses Integral keine geschlossene Lösung. Für konstante Wärmeleistung gibt es 
zwar als Lösung das Exponentialintegral, welches hier aber nicht zutrifft. Folglich kann man nur 
mit einer numerischen Integration die Funktionen erhalten.

Q0 d 28.125; # W
Q0 := 28.125

L d 0.93 # m    Länge einer Einheit = 1 WAA Behälter 
L := 0.93

b d 7.3125eK10; #
 1 

Sekunde
 Zerfallsrate

b := 7.3125 10-10

Die Stoffdaten von Tonstein dürften ähnlich sein wie die von Ton. 
Aus dem Lehrbuch von Baehr/Stephan stammen die folgenden Daten

rhod 1450; cp d 880;  # Dichte in 
kg
m3

, spezifische Wärmekapazität in  
J

kg$K
ρ := 1450

cp := 880

lambda d 1.28;  a d
lambda
rho$cp

; # lambda in 
 W

m$K
, a in 

m2

s
λ := 1.28

a := 0.000001003134796

with plots :
Der Integrand lautet:
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Darstellung des Integranden
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semilogplot subs r = 0.1, t = 1e7, ftg , subs r = 0.2, t = 2e7, ftg , subs r = 0.4, t = 4e7,
 ftg , subs r = 0.8, t = 8e7, ftg , tau = 100 ..1e6 ;
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semilogplot subs r = 0.2, t = 1e7, ft , subs r = 0.4, t = 2e7, ft , subs r = 0.8, t = 4e7, ft ,
subs r = 1.6, t = 8e7, ft , subs r = 3.2, t = 1.6 e8, ft , tau = 1000 ..1e7  ;

 104  105  106  107
0

0,00001

0,00002

0,00003

semilogplot subs r = 0.2, t = 2e7, ft , subs r = 0.4, t = 4e7, ft , subs r = 0.8, t = 8e7, ft ,
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subs r = 1.6, t = 16e7, ft , subs r = 3.2, t = 3.2 e8, ft , tau = 1000 ..1e7 ;
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Numerische Integration
Die Integration wird über jeweils eine 8tel Dekade der Zeit t durchgeführt, da dann vom 
Programm die Schrittweite jeweils passend gewählt werden kann.

ftg
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Ft d Int ftg, τ = 0 .. t, numeric = true ;

Ft := Int
5.906628025 eK7.3125 10-10 t e7.3125 10-10 τ e
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τ

τ π
, τ = 0 ..t, numeric

= true

Die räumliche Auflösung beträgt ein 8tel Dekade, beginnend mit R = 0.1 m. Der nächste Radius ist 
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dann jeweils um den Faktor 10^(1/8) = 1,33352 größer. So kann sowohl der Bereich nahe an der 
Linienquelle, als auch fern davon mit geringem Aufwand berechnet werden. 

Digits d 10 :
ListR d :
 for NR from 1 to 31 do

    R d 0.1$10

NRK1
8 : ListR d op ListR , R :  # Liste der Radien

    for N from 1 to 88 do
          Ftid 0 :                      #  Summe der Integralbeiträge auf  0 setzen.
          ftr d subs r = R, ft : # Integrand für den Radius r = R
         ListT d :    #   Liste der Zeitpunkte initialisieren.

         Tg d 10

N
8 :      # Tg ist der Zeitpunkt bis zu dem integriert wird.

         for k from 1 to N do

            T1 d 10

kK1
8 : T2 d 10

k
8 : 

             ListT d op ListT , T2 :   #   Liste aller Zeitpunkte
             #  T1 und T2 geben das Intervall der Integration an.

            Ft d evalf subs t = Tg,
Q0$exp Kb$t

π$4$lambda$L
$int ftr, τ = T1 ..T2, numeric = true :

             # Ft sind die Beiträge zur Integration in den Zeitintervallen T1 bis T2
            Ftid FtiCFt :   # Fti ist das gesamte Integral bis zum Zeitpunkt Tg
         end do:
       Feld NR, kK1 d Fti : 
     #  print NR, kK1, Fti ;

      #  Zum Radius R = 0.01$10

NR
8  gesammelte Temperaturwerte zu den Zeitpunkten Tg

= 10

2
8

 
bis Tg = 10

77
8

     end do:
 end do:

with plots :
ListR

0.1, 0.1 101/8, 0.1 101/4, 0.1 103/8, 0.1 10 , 0.1 105/8, 0.1 103/4, 0.1 107/8, 1.0, 1.0 101/8,

1.0 101/4, 1.0 103/8, 1.0 10 , 1.0 105/8, 1.0 103/4, 1.0 107/8, 10.0, 10.0 101/8, 10.0 101/4,

10.0 103/8, 10.0 10 , 10.0 105/8, 10.0 103/4, 10.0 107/8, 100.0, 100.0 101/8, 100.0 101/4,

100.0 103/8, 100.0 10 , 100.0 105/8, 100.0 103/4

ListT

101/8, 101/4, 103/8, 10 , 105/8, 103/4, 107/8, 10, 10 101/8, 10 101/4, 10 103/8, 10 10 , 10 105/8,

10 103/4, 10 107/8, 100, 100 101/8, 100 101/4, 100 103/8, 100 10 , 100 105/8, 100 103/4,

100 107/8, 1000, 1000 101/8, 1000 101/4, 1000 103/8, 1000 10 , 1000 105/8, 1000 103/4,

1000 107/8, 10000, 10000 101/8, 10000 101/4, 10000 103/8, 10000 10 , 10000 105/8,

10000 103/4, 10000 107/8, 100000, 100000 101/8, 100000 101/4, 100000 103/8,
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100000 10 , 100000 105/8, 100000 103/4, 100000 107/8, 1000000, 1000000 101/8,

1000000 101/4, 1000000 103/8, 1000000 10 , 1000000 105/8, 1000000 103/4,

1000000 107/8, 10000000, 10000000 101/8, 10000000 101/4, 10000000 103/8,

10000000 10 , 10000000 105/8, 10000000 103/4, 10000000 107/8, 100000000,

100000000 101/8, 100000000 101/4, 100000000 103/8, 100000000 10 , 100000000 105/8,

100000000 103/4, 100000000 107/8, 1000000000, 1000000000 101/8, 1000000000 101/4,

1000000000 103/8, 1000000000 10 , 1000000000 105/8, 1000000000 103/4,

1000000000 107/8, 10000000000, 10000000000 101/8, 10000000000 101/4,

10000000000 103/8, 10000000000 10 , 10000000000 105/8, 10000000000 103/4,

10000000000 107/8, 100000000000

nops ListR ; nops ListT ;
31
88

for NR from 1 to 31 do    # Radien von 0,1 m bis  R=562,3 m
      plotfeld NR d :
      for k from 1 to 88 do  # Zeit von t=1,33 s bis 1e11 s =3168 Jahre
          plotfeld NR d op plotfeld NR , ListT k , Feld NR, k :
      end do:
end do:
plotfeld 1 ;

101/8, 0. , 101/4, 0. , 103/8, 0. , 10 , 0. , 105/8, 6.883934920 10-260 , 103/4,

1.431382159 10-195 , 107/8, 2.621272233 10-147 , 10, 4.380754027 10-111 , 10 101/8,

6.855005645 10-84 , 10 101/4, 1.819312387 10-63 , 10 103/8, 4.041070424 10-48 ,

10 10 , 1.397976529 10-36 , 10 105/8, 6.745816200 10-28 , 10 103/4,

2.349815220 10-21 , 10 107/8, 2.026775430 10-16 , 100, 1.090671359 10-12 , 100 101/8,

7.320958235 10-10 , 100 101/4, 1.030238207 10-7 , 100 103/8, 0.000004485280737 ,

100 10 , 0.00008085685131 , 100 105/8, 0.0007507949348 , 100 103/4,

0.004228376624 , 100 107/8, 0.01632262418 , 1000, 0.04732841181 , 1000 101/8,

0.1103897103 , 1000 101/4, 0.2180253689 , 1000 103/8, 0.3789558688 , 1000 10 ,

0.5967018059 , 1000 105/8, 0.8699768266 , 1000 103/4, 1.194076288 , 1000 107/8,

1.562447894 , 10000, 1.967973048 , 10000 101/8, 2.403815326 , 10000 101/4,

2.863879649 , 10000 103/8, 3.342991245 , 10000 10 , 3.836902217 , 10000 105/8,

4.342207426 , 10000 103/4, 4.856223079 , 10000 107/8, 5.376858991 , 100000,

5.902500205 , 100000 101/8, 6.431904478 , 100000 101/4, 6.964116846 ,

100000 103/8, 7.498400024 , 100000 10 , 8.034178120 , 100000 105/8,

8.570990890 , 100000 103/4, 9.108455814 , 100000 107/8, 9.646235263 , 1000000,

10.18400627 , 1000000 101/8, 10.72143045 , 1000000 101/4, 11.25812120 ,
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1000000 103/8, 11.79360545 , 1000000 10 , 12.32727610 , 1000000 105/8,

12.85833079 , 1000000 103/4, 13.38569129 , 1000000 107/8, 13.90789604 , 10000000,

14.42295606 , 10000000 101/8, 14.92816242 , 10000000 101/4, 15.41982894 ,

10000000 103/8, 15.89295155 , 10000000 10 , 16.34076157 , 10000000 105/8,

16.75414914 , 10000000 103/4, 17.12093535 , 10000000 107/8, 17.42498401 ,

100000000, 17.64517366 , 100000000 101/8, 17.75431306 , 100000000 101/4,

17.71819832 , 100000000 103/8, 17.49520898 , 100000000 10 , 17.03714305 ,

100000000 105/8, 16.29240271 , 100000000 103/4, 15.21305354 , 100000000 107/8,

13.76738407 , 1000000000, 11.95868485 , 1000000000 101/8, 9.847949061 ,

1000000000 101/4, 7.572160340 , 1000000000 103/8, 5.342111241 ,

1000000000 10 , 3.401279882 , 1000000000 105/8, 1.943220032 ,

1000000000 103/4, 1.024738936 , 1000000000 107/8, 0.5452025107 , 10000000000,

0.3257810287 , 10000000000 101/8, 0.2203861754 , 10000000000 101/4,

0.1580818915 , 10000000000 103/8, 0.1155651494 , 10000000000 10 ,

0.08517473317 , 10000000000 105/8, 0.06309097068 , 10000000000 103/4,

0.04689219791 , 10000000000 107/8, 0.03493596384 , 100000000000,

0.02607293124

nops plotfeld 1 ;
88

G d :
 for NR from 1 to 31 by 4 do  # Radien von 0,1 m bis  R=562,3 m
 G d op G , op plotfeld NR , 1e11, 0.000001 , 1, 0.000001 :
 end do:
listplot G ;
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listplot G ;
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Es werden die Radien R=0,1 m;  0,316 m;  1 m;   3,16 m;  10 m;   31,6 m;  100 m;  316 m dargestellt. 
Die Temperatur im Tonstein steigt zuerst nahe am Rohr R=0,1 m und erreicht nach ca. 1,5e8 Sekunden 
= 
4,75 Jahren ein Maximum von etwa 17,7 K über dem Anfangswert. In einem Abstand von mehr als R=
100 m 
erreicht die Temperatur nicht einmal 0,3 K nach 137,5 Jahren, bei R=316 m weniger als 0,036 K nach 
etwa 858 Jahren.

for k from 1 to 88 do   # Zeit von t=1,33 s bis 1e11 s =3168 Jahre
      plotfeldR k d :
      for NR from 1 to 31 do   # Radien von 0,1 m bis  R=562,3 m
          plotfeldR k d op plotfeldR k , ListR NR , Feld NR, k :
      end do:
 end do:
H1 d :
 for k from 21 to 65 by 4 do    # Zeit von t=421 s bis 1e8 s =3,168 Jahre
 H1 d op H1 , op plotfeldR k ,  ListR 31 , 0 , 0.1, 0 :
 end do:
H2 d :
 for k from 64 to 88 by 4 do    # Zeit von t=1e8 s= 3,168 Jahre  bis 1e11 s =3168 Jahre
 H2 d op H2 , op plotfeldR k ,  ListR 31 , 0 , 0.1, 0 :
 end do: 
listplot H1 ;
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Die 11 Linen gelten für Zeitpunkte von 421 s, 100 s, 316 s;   1000 s, usw. bis 3,16e6 s = 0,1 Jahre. 
Die Temperatur steigt anfangs nur langsam, wie an dem oberen Bild zu sehen ist. Sie erreicht 
nach 3,16 e6 s nahe an der Linienquelle den höchsten Wert von 17,7 K.

listplot H2 ;
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Die 7 Linen gelten für Zeitpunkte von 1e8 s = 3,169 Jahre, 3,16e8 s = 10 Jahre,  u.s.w.  bis 1e11 s= 3169
Jahre. 
Die Temperatur fällt nur langsam, wie an dem oberen Bild zu sehen ist. Sie erreicht nach 1e11 s=3169 
Jahren 
nahe an der Linienquelle den höchsten Wert von 0,02 K.
64,68,72,76,80,84,88

listplot H2 ;
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Die 7 Linen gelten für Zeitpunkte von 1e8 s = 3,169 Jahre, 3,16e8 s = 10 Jahre,  u.s.w.  bis 1e11 s= 3169
Jahre. 
Liegen die Bohrungen näher zusammen, dann addieren sich die Temperaturerhöhungen. 
 In 10 m Abstand von der horizontalen Bohrung beträgt die maximale Temperaturerhöhung etwa 4 K, 

in 5 m Abstand 5.1 K.


