Temperaturfunktion iiber und unter einer beheizten Ebene
mit radioaktivem Miill

Gerhard Herres, 2026-04-19, 2026-09-03

Von einer horizontalen Bohrung mit D = 14 m Durchmesser gehen horizontale Bohrungen nach
beiden Seiten. Thre Linge betrdgt bis zu 520 m, wobei die ersten 10 m nicht mit Behiltern befiillt
werden. Die Behilter liegen in einem Abstand von 0,93 m und geben zu Beginn jeweils 28,125 W
Wiérme ab. Da der radioaktive Zerfall mit einer Exponentialfunktion abnimmit, ist die Warmeleistung
Q=QO0 * exp(-b*t). Alle Bohrungen verlaufen parallel zueinander und sind in einem Abstand der
noch zu bestimmen ist, aber mindestens 10 m betragen soll. Insgesamt sind 1,8 Millionen Behélter
mit jeweils 10 kg verglastem radiaoaktivem Miill aus der Wiederaufbereitung zu deponieren.
Nach aktueller Planung stehen dafiir 25 km? zur Verfligung. Die Berechnung erfolgt so, dass von
einer ebenen Flache die freigesetzte Warme senkrecht zur Ebene in beide Halbrdume abflief3t.
Die Vorgehensweise ist angelehnt an das Lehrbuch Wérme- und Stoffiibertrtagung von Hans-Dieter
Baehr und Karl Stephan .
| > restart:
> Qges = 1.8¢e6 - 28.125; # gesammter Warmestrom zu Beginn

Qges := 5.06250 10’

> (0 == ZngseS o’ # Warmestrom pro Quadratmeter in einen Halbraum
i g0 :=1.012500000
| >
| >
| >
> EQL:= diff (T(x,t), t) =a-diff (dlff ), X);
EQl:— — T(x,t)=a (622 )
0X

with(inttrans) :
EQ1t := laplace(EQL t, 3);

EQ1lt :=slaplace(T(x,t),t,s) —T(x,0) =a [s; Iaplace(T(x,t),t,s)]

> EQ1t2 := subs(laplace(T(x,t),t, s) =U(x,s), EQ1t);

EQLt2:=sU(x,s) —T(x,0) =a (;:2 U(x,s)J

> Tsoll := dsolve(EQ1t2, U (X, S));

Tsoll:=U(xs) =e V& F2(s) +e Y& Fi(s)
s x 25 x S X R
e V& T(x0)dx|e V& —||eV® Txo0)dx||e V2
|
2 Ja s

=> Tsol2 := expand(subs(T(x,0) =0, Tsoll));
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Tsol2:=U(x,s) =e Ja _F2(s) + —

Randbedingung bei x= o --> Tsol2=0 --> F2(s)=0

> Tsol3 = subs(_F2(s) =0, Tsol2)
Tsol3:=U(x,s) = —

I:{andbedingung g=q0*exp(-b*t)

> = q0*exp(-b*1);
i g :=1.012500000 ¢ '
[ > EQ2 :=-lambda-diff (T(x, 1), X) =q;

OX
> EQ2t := laplace(EQ2 t, s); ;
EQ2t:=-1.A (— laplace(T (x, 1), t, s))

3 )
EQ2:= -\ (— T(x,t)) — 1.012500000 ¢ Pt

l. 012500000

(&
> expand(%);
L.A_F1(s) Vs _ 1.012500000
Vs X (s+b)"
SENNEY

> F1:= solve(subs(x=0, %), F1(s) );

1.012500000  a
Js A(s+b)

> Tsol4 := subs(_F1(s) =F1, rhs(Tsol3));

1.012500000 \ a

S X

e V@ S A(s+b)

F1:=

Tsol4 :=

> Tsol5 := factor(Tsol4);

i 0x (s+Db)"
> EQ2t2 := subs(laplace(T(x,t),t,5s) (%J ), EQ2t);
1 012500000
EQ2t2=—1k(— (xs))z—
| OX (s+b)t
> EQ2t3 := subs(Tsol3, EQ2t2); ;
co23 = -1 [ (FLE)L ) - 1.012500(;00
x| Jsx (s+b)"
Ja
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Teol5 .— 1012500000 J'a a7)

S X

i e va JsA(s+Db)

> G:=q0*sgrt(a)/(exp(sgrt(s)*x/sqrt(a))*sqgrt(s)*lambda); H:=1/(s+
b);
1.012500000 'a_

G:=
Jox
e V& 5
1
i R a®
> g = invlaplace(G, s, t);
1.012500000 / a invlaplace B .5t
Js x
Ja
g - (§ \/? (19)
i A
[> h:= invlaplace(H, s, t);
h:=¢ P (20)

Die Funktion wird in die Faktoren G(s,x) und H(s,x) zerlegt. Deren inverse Laplacetransformierte sind g
(t,x) und h(t,x).

Lo

. FUr G(8) = ¢

\_H

Nennen wir dies g(t).



Nennen wir dies h(t).

Der Faltungssatz besagt: L *{G(s)H(s)} = (g * h)(t) = fotg('r)h(t — 1) dT-

Setzen wir unsere Funktionen ein:

t
]_ _3.'.2 —b(t—
t) = 4T . (t T)d
7 fu Vo T C "

Ziehen wir die Konstante e % aus dem Integral:

e bt ¢ k2
f(t) = T T Y2e T dr
™ Jo
1
> fti= (-b-1) int| t 2 exp| -—— +bt|,1=0.1];
sqrt() T
top R
e—z7+b’t
e Pt —dt
e
0

1

_ 2 'S
> integrand ==t -exp| -—— +b-1|;

4-1t

integrand := €

=> gll == sqrt(tau) =y;

gll :=\/?=y
gl2 :=y2

=> gl2 := solve(gll, tau);

(e2y

(22)

(23)

(24)



B

_(k_z_b.sz
> integrand2 := 2-e 4y ;
2
_% k; by2
integrand2 :=2 ¢ (26)
( _[k_z_b.YZJ )
> Int\2-e 4y ,y=0.sqrt(t) );
JT 1 e
-3 y2 by2
dy (27)
0
> y:='y"xi:='xi"b:='b" a:='a" lambda :='lambda": q0 :='q0"
> restart :
> T:=-1*q0*sqrt(a)/lambda*exp(-b*t)/(2*sgrt(b))*(+exp(-1*y)*erfc
xi-I*sgrt(b*t))-exp(1*y)*erfc(xi+1*sqrt(b*t)));
% 10V a e ™ (e Verfe(¢ —1ybt) —eVerfe(é+1VD 1))
f:=- (28)
NE)
>
by .. x
>y =X sqrt( 3 ),x1 = sqrt(4-a-0)  f;
. [E
y: a
Em g —
2 Jat
b b
-Ix [ = Ix | =
—;[—Iqo\/—e [ a erfc[L X —I\/bt)—e a erfc(i X 29)
AVb 2 Jat 2 Jat
+1Jbt j J]
with(inttrans);
[addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, invlaplace, 30)
invmellin, laplace, mellin, savetable]
> F:= sqrt(%)-(exp( -2-sqrt(A-B)) -erfc(sqrt(B-t) —sqrt(%)) +exp(2-sqrt(A-B))

erfe( sqrt(B-1) +sqrt(%))j;



> F1:= q0-exp(-b-t) -simplify(F);

[ ¥b [ _%b 5
+e 2 _e a erf[\/—bt—i-% / %J

> b:= 7.3125e—10;#—1 Zerfallsrate
Sekunde

b:=7312510"°

Die Stoffdaten von Tonstein diirften dhnlich sein wie die von Ton.
Aus dem Lehrbuch von Baehr/Stephan stammen die folgenden Daten.

a :=0.000001003134796

X .

sqrt(4-a-t) ’
y :=0.02699934895 x
£= 499.2181388 x

Jt

> y = X-sqrt(%);xi =

=> f;
_ 104 (-
- 14.46794146 1q0 ¢ 731251077t (e 0.026999348951xerfc( 499.2181388 X

JT

S
F1:=%q0e_btﬁ / —% [e & te 2 erf(—\/—bt+2

(kg

> rho = 1450, cp := 880; # Dichte in % spezifische Warmekapazitat in
p = 1450
i cp := 880
[ 2
> lambda := 1.28; a = lambda ; # lambda in w ,ain m
rho-cp (m-K) S
A:=1.28

0.00002704163457 I‘/TJ . 60.026999348951xerfc( 499.2181388 X

Jt

+0.00002704163457 1/t ) j

K)
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# Das ist die halbe Warmestromdichte eines Behalters bezogen auf die Fléache.
Denn nur die Halfte geht in die eine Richtung.

i g0 :=1.012500000 39)
=>
> f
_ -10 _
14.64879072 [ &~ 312510710t (e 0.026999348951xerfc( 499.2\1/8_1388 X (40)
t

499.2181388 X

Jt

—0.00002704163457 It J — 02699934895 Ix erfc(

+0.00002704163457 1/t ) j

B with(plots);

[animate, animate3d, animatecurve, arrow, changecoords, complexplot, complexplot3d, 41)
conformal, conformal3d, contourplot, contourplot3d, coordplot, coordplot3d, densityplot,
display, dualaxisplot, fieldplot, fieldplot3d, gradplot, gradplot3d, graphplot3d, implicitplot,
implicitplot3d, inequal, interactive, interactiveparams, intersectplot, listcontplot,
listcontplot3d, listdensityplot, listplot, listplot3d, loglogplot, logplot, matrixplot, multiple,
odeplot, pareto, plotcompare, pointplot, pointplot3d, polarplot, polygonplot, polygonplot3d,
polyhedra_supported, polyhedraplot, rootlocus, semilogplot, setcolors, setoptions,

| setoptions3d, spacecurve, sparsematrixplot, surfdata, textplot, textplot3d, tubeplot ]

B plot3d(f, x=0..50,t=0..6¢9, orientation=[ -21, 76], title

="Temperaturfeld T in K, x in m, t in s bis 190 Jahre");




Temperaturfeld T in K, x in m, t in s bis 190 Jahre

s 5 xqp® B.%1I
i @ 3,x10° 4*107 %

0 LHIDE‘ P |

[ > plot3d(f, x=0..2, t=0..1¢7, orientation = [ -21, 761, title
="Temperaturfeld T in K, x in m, t in s bis 115 Tage");




Temperaturfeld T in K, x inm, tin s bis 115 Tage

_.L_—._qh__._ﬂ_L.hﬂqﬂﬂ_qqmﬂ._ﬂm o
Ny - Lt — oy =

title

0..3e10, orientation
"Temperaturfeld T in K, x in m, t in s bis 950 Jahre");

],

21,76

[

=0..200,t=

> plot3d(f, x




Temperaturfeld T in K, x in m, t in s bis 950 Jahre

B plot3d(f, x=0..500, t=2¢10..3¢10, orientation = [90, 90 ], title
="Temperaturfeld T in K, x in m, t in s bis 950 Jahre");




Temperaturfeld T in K, x in m, t in s bis 950 Jahre

A gl = 10t
X

18,7 =1
50021 % 103 ® {glE,5 = 10

f

[ > plot3d(f, x=0..500, t=1ell..1e12, orientation =10, 83 ], title
="Temperaturfeld T in K, x in m, t in s bis 31688 Jahre");




Temperaturfeld T in K, x in m, t in s bis 31688 Jahre

I I I r T

061 oo
11 ! 11 gy B s T
Lx10% 310t 5 <10t 7 . qgll 500

f

> plot3d(subs(t=10"9, f), x =0..250, tlog =7 ..11.6, orientation = [ 28, 681, title
="Temperaturfeld T in K, x in m s= 10"7 bis 10"11.6 s = 3675.8 Jahre", axes = boxed);




Temperaturfeld T in K, x in m s= 10"7 bis 10"11.6 s =3675.8 Jahre

> plot3d(subs(t=10"9, f), x =0...1, tog = 9.02 ..9.1, orientation = [0, 907, title
="Temperaturfeld T in K, x in m s= 1079.02 bis 10"9.1 s = 39.9 Jahre", axes = boxed) ;




Temperaturfeld T in K, x in m s= 1079.02 bis 10"9.1 s = 316.8 Jahre

thhg
Q.02 Q,IIIIE 9,:]4 9,:]5 S',II Q.07 Q,IIZIE 9,:]9 5,10

17,85

1727

—1

17,56

=]

17,25

17,24

1783
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1721
X

> plot3d(subs(t=10"9, f), x =0...001, tlog =9.065 ..9.070, orientation = [0, 901, title
="Temperaturfeld T in K, x in m Maximum bei 17.88625 K nach 37 Jahren", axes
=boxed);




]
17,2862
17,8861
17,8860
17,8850
17,8858
9065 9,066 5 gg7 000040002 O
0,0006
9,068 9 069 § gg 100008
flog 4
=>
ERi
14.64879072 o~ 1312510710t (6—0.026999348951xerfc( 499.2181388 x
Jt
— 0.00002704163457 I\/T) _ 60.026999348951xerfc[ 499.2\1/8_1388 X
t

+0.00002704163457 1/t ) j

Temperaturfeld T in K, x in m Maximum bei 17.88625 K nach 37 Jahren

42)



> Fint:=int(f,x=0..100);
100

_ -10 _
Fint := J (—14.6487907216: 731251077 (e 0'026999348951Xerfc( 499.2181383 X 43)
0 \/T
— 0.00002704163457 1T ) — (02699934895 Ix erfc( 499'238_13 88 X
T

+0.00002704163457 TT ) j ] dx

(> ft0 = subs(t=0.0001, )

fO = - 14.64879072 T 31251071 (-0.02699934895 Ix (¢ (49071 81388 X — 2704163457 107 1) (44)
| PO M er1e(49921.81388 x + 2.704163457 107 1) )
[ > plot( ft0, x=0..0.0001);

8, % 1076+

7, % 1076 -

6,x 10704

5,% 1070+

4,% 10764

3,%x 1076

2,%x 10767

1,x107°°4
0 T T
0 0,00002

! | I 1
0,00004 0,00006 0,00008 0,00010

> ft6 := subs(t=10°%1);
ft6 := - 14.64879072 T ¢~ *-0007312300000 ((,~0.026999348951X o £ (0.0004992181388 X / 1000000 (45)
— 0.00002704163457 1/ 1000000 ) — ¢%026999348951x o .£:(10.0004992181388 x / 1000000

| +0.00002704163457 1/ 1000000 ) )
> plot(t6, x =0..10);
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(> fto = subs(t=10°,f);

ft9 := - 14.64879072 T ¢~ 7312500000 (,~0.026999348951X o £ (4,992 181388 107 x / 1000000000 (46)
— 0.00002704163457 1,/ 1000000000 )
— 02699934895 1X 60 (4.992181388 107 x / 7000000000

| +0.00002704163457 171000000000 ) )
> plot(ft9, x =0..200);




> ft10 := simplify(subs(t=10""f) );
ft10 := 0.009772898215 T ( - 1, ¢ 002699934895 Ix | ,~0.02699934895Ix . .0 () 004992181388 x

— 2704163457 T) 4 02699934895 Ix _ 1 0.02699934895Ix 0 () 004992181388 x
+2.7041634571))

_> for k from 1 to 12 do
frk] == simplify(subs(t=10%f) );
end do;
ft, == 14.64879061 I (-1, ¢ 020X o 002699939895 1X 1157 8666368 x
— 0.00008551315689 1) 4 02699934895 1x _ 1 0.026999348951x 157 8666368 X
+0.00008551315689 1) )
ft, ;= 14.64878965 I ( -1, ¢ -0 X | o 002699934895 1X ¢ (49 92181388 x

— 0.0002704163457 T) 4 02699934895 Ix _ 1 0.026999348951x £ 49 92181388 x
+0.0002704163457 1) )
fty == 14.64878001 I (-1, g " O20PP48B Xy o002 o115 78666368 x

— 0.0008551315689 1) + g 02699934895 Ix _ | 0.02699934895IX (e 15 78666368 x

47



+0.0008551315689 1))
ft, = 14.64868360 1 ( -1, ¢ 0209934893 1X | o=0.02699934895 X o4 992181388 x

—0.002704163457 1) + 02699934895 1x _ 002699934895 1x o £ 4 992181388 x
+0.002704163457 1))
ft, == 14.64771957 1 (-1, ¢ V02004 (0020911 578666368 X

—0.008551315689 ) + 02699934895 Ix _ 002699934895 1x o £ 1 578666368 X
+0.008551315689 1) )
ft, == 14.63808271 1 (-1, ¢ V020048 (002099934895 £ 0.4992181388 x

— 002704163457 T) 4 02699934895 Ix _ 1 0.026999348951x o £ () 4992181388 x
+0.02704163457 1))
ft, == 14.54206214 1 (- 1, ¢ 020Dy 700209995 D 1. 1578666368 x

— 0.08551315689 I) 02699934895 Ix _ 4 0.026999348951x £ () 1578666368 X
+0.08551315689 1) )
fty == 13.61582593 1 (-1, g " 0207348y (00209993885 1£(0,04992181388 x

—0.2704163457 1) + 202699934895 1x _ |~ 0.026999348951x o .00 04992181388 x
+0.27041634571))
ft, == 7.050565225 1 (-1, g "020PPHIX . o 00209993995 IX 1£0.01578666368 x

—0.8551315689 T) + 02074 _ 1 DO209993995 WX 01£(0.01578666368 x
+0.85513156891))
ft o == 0.009772898215 I (-1, g™ " 0209734893 Ix y om002099939895 X 01£0.,004992181388 x

— 2704163457 T) 4 02699934895 Ix _ 1 0.02699934895Ix 0 () 004992181388 x
+2.704163457 1))
ft,, :=2.558690669 107" 1 ( - 1. ¢ 00209934895 4 o=0.02699934895 X £ 0.001578666368 x

— 8.551315689 I) + ¢ 02699934895 Ix _ ¢ 0.026999348951x (b () 001578666368 X
+8.5513156891))
ft,, = 3.872236575 107/ [ (-1, ¢ -020PIIX Y o 70.0269993995 X o 0,0004992181388 x

— 27.04163457 1) 4 02699934895 Ix _ 4 002699934895 Ix . .09 0004992181388 X
+27.041634571))

=> plot({ ft[2], ft[3 ], ft[4], ft[5], ft[6]}, x =0..5, title
= "Temperaturverldufe fiir t=100s,1.000s,10.000s,100.000s,10"6 s");

(48)



Temperaturverldufe fiir t=100s,1.000s,10.000s,100.000s,10"6 s
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B plot({ft[6], ft[7], ft[8], ft[9], ft[10], ft[11], ft[12]}, x =0..500, title
="Temperaturverldufe fiir t=10"6s, 10"7s,10"8s,10"9s,10"10s, 10*11s, 10"12s");




Temperaturverldufe fiir t=10"6s, 10"7s,10"8s,10"9s,10"10s, 10"11s, 10*12s

16 -

14 -

12 -

10 5

-

O\\' \

0 100

Digits := 30 :
[0

q0-2-1.314%

Q= q0-exp(-b-1);

plot(Q,t=0.2-10"");

T |
200 300

1.012500000

3.496356900000000

_ -10
Q := 1.012500000 ¢ 31231077

T
400

500
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0 5,% 10° 1,x 100 1,5x 10! 2,x 1010
t
[ > Qint:=int(Q,t=0.1);
Qint := 1.38461538461538461538461538462 10° (52)
— 1.38461538461538461538461538462 l09 e—7.31250000000000000000000000000 10'10t
[ > plot(Qint, t=0..2¢10);




1,2 x 107 7

1,x 107 -

8, x 108 1

6, x 108 -

4, % 108

2,x 108

oO+—T—————T T
0 5,% 10° 1,x 1010 1,5% 1010 2,x 1010
t

=> Fint := int( ft9, x=0..50, numeric);
Fint:=487.180222162435863763120819095 — 0. I (53)

(> dfdt == diff (. 1):
dfdt := (54)

_ -10 _
1.07119282167393309354825053078 108131210 t(e 0.026999348951x o o (1

/ J1(499.2181388 x) — 0.0000270416345659799196983941595060 I/t )

0.02699934895 Ix ( 499 2181388 X
—e erfc
Vi

+ 0.0000270416345659799196983941595060 I\/T) j

- -10
— 14.6487907237460935869846226432 T ™12 10




[ 499.2181388 x
1 -0.02699934895 I i
— | 2e Xe VT

Jr

2
—0.0000270416345659799196983941595060 I\/t—]

~249.609069400000000000000000000 x
3/2
t

~0.0000135208172829899598491970797530 ) j
Jt
_( 499.2181388 X

2
+ 0.0000270416345659799196983941595060 1/t ]
1 7 (0-02699934895 Ix Jt

+
T

~249.609069400000000000000000000 x
3/2
t

. 0.0000135208172829899598491970797530 I ) j J
Jt
(> dfdt0 := subs(x =0, dfdt);
dfdt0 := 1.07119282167393309354825053078 10 T 7312510717t (=01 e ( (55)
-0.0000270416345659799196983941595060 1/t )
— *Terfe(0.0000270416345659799196983941595060 1/t ) )

_ -10
— 14.6487907237460935869846226432 ¢ /2127107 [1/

(V7 V1) (0.0000270416345659799196983941595060 T *-!

e7.3 1249999999999999999999999998 10'10t)

-10
. 0.0000270416345659799196983941595060 [ o1 7-31249999999999999999999999998 1077t

/vt

> loglogplot(dfdt0, t=0.1..1e6);




1,x 1034

5,%x 104

1,x 107

5,% 107>

1,x 10>

5,% 10764

1,x 107

5,%x 10771
T AR AR AR LR LR LR

10°! 10° 10! 102 10° 10 10°
t
=> fO := subs(x=0, f);
0 := - 14.6487907237460935869846226432 T 731251071t (0.1 e (
-0.0000270416345659799196983941595060 1/t )
— " Terfe(0.0000270416345659799196983941595060 1/t ) )

B semilogplot(f0, t=1e5..3e13, title
=" Temperaturverlauf in der Heizebene bis t= 950642 Jahre");

100
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Temperaturverlauf in der Heizebene bis t= 950642 Jahre

DT[K] A

r_ 1 _ 't ror_ v oo e o o 1
10° 100 107 108 10° 101 10" 102 1013
t[s]

> fintt := int(subs(x=0,f),t=0..1€9);

fintt := 1.43207436462270084205723342166 10'° — 0. 1 (57)
> dfdx := diff (f,x);

_ -10
dfdx := - 14.6487907237460935869846226432 1¢~ /212210771 (58)

499.2181388 X

Jt

~0.02699934895 [ ¢~ 002699934895 Ix o 0 (

—0.0000270416345659799196983941595060 I\/TJ



